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Resumen En este trabajo se propone un modelo cognitivo para deter-
minar en forma automaética las complejidades de reactivos enfocados a
medir habilidades en la validacién de proposiciones logicas con cierta
estructura. El andlisis parcial del modelo cognitivo propuesto se reali-
za en forma estadistica aplicando la prueba de Mantel para verificar la
similaridad entre la métrica de co-ocurrencias en el modelo cognitivo y la
métrica de los resultados experimentales. Los resultados arrojados al uti-
lizar el modelo cognitivo propuesto indican la estrecha relacién entre éste
y las respuestas de los estudiantes que participaron en el experimento.
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1. Introduccion

La evaluacién adaptable computarizada (CAT por sus siglas en inglés) ha
mostrado ser un instrumento sumamente valioso para la determinacion de habili-
dades en diferentes dreas del conocimiento. Prueba de ello es que actualmente
se aplica en diferentes entornos educativos para estimar habilidades en idiomas,
en el manejo de operaciones aritméticas y en procesos de razonamiento légico.
En términos generales, un sistema de evaluacién adaptable computarizado con-
siste esencialmente de un depdsito de reactivos sobre algin tema en especifico
y un administrador de reactivos. Se asume que los reactivos en el depédsito han
sido calibrados previamente y que por ello, para cada reactivo en el depdsito,
se conoce de antemano una serie de parametros que estdn relacionados con la
complejidad y la capacidad discriminatoria de éste, entre otros posibles pardme-
tros cuya presencia depende del tipo de modelo psicométrico que se emplee para
determinar el nivel de habilidad del examinando. Por su uso frecuente, la tasa
de exposicién de un reactivo puede llegar a ser alta, por lo que se requiere de
una politica de sustitucién del mismo que haga que en todo momento se cuente
con un depodsito de reactivos confiable. Sin embargo, lograr este objetivo resulta
costoso si se emplean técnicas tradicionales de construccién de reactivos para
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evaluacién adaptable computarizada. Por esta razén, algunos investigadores en
el campo han propuesto alternativas novedosas de construccion de reactivos para
evaluacién adaptable computarizada [1,9,4,10]. Estas técnicas conservan algunas
de las caracteristicas de las técnicas usuales, pero incorporan el concepto de
generacién automatica del reactivo.

2. Aspectos Tedricos

La generacién automatica de reactivos determina la complejidad de un reac-
tivo basdndose en la existencia de un modelo cognitivo que especifica algunos
de los procesos mentales que intervienen en la solucién de un problema especifi-
co. En este trabajo se aborda el tema de la validacién de proposiciones légicas
que contienen a lo méas dos proposiciones simples conectadas con operadores de
negacion, conjuncién, disyuncién, implicacién, reducciéon y equivalencia. Pode-
mos definir este tipo de problemas a través de una gramatica libre de contexto
relativamente simple como la siguiente

< proposition > ::= < negation > {< operator >< negation >}3
< negation > ::= < simpleprop >|~< simpleprop > (1)
< operator > = A |V |=[«|«

< simpleprop > :=1p

donde se define el simbolo de negacién como ~ y p es cualquier proposicién
simple. Por ejemplo, la proposiciéon p; — paA ~ ps es vélida en el lenguaje
definido por estas reglas de produccién, como se ilustra en la siguiente derivacién

< proposition > = < negation >< operator >< negation >< operator >< negation >
= < simpleprop >< operator >< negation >< operator >< negation >
= p1 —< simpleprop >< operator >< negation >
= p1 — p2/A ~< simpleprop >
= p1 — P2\~ p3

2.1. Modelo Cognitivo

El modelo cognitivo considera diferentes aspectos relacionados con la forma
en que el examinando resuelve el problema de validar una proposicién légica
con las propiedades especificadas anteriormente. Atiende aspectos aparentemente
simples como el uso del operador de negacién y la relacién que éste guarda
cuando aparece en una proposicién en combinacién con los otros cinco operadores
binarios ya introducidos por la gramética (1).

En particular, especifica la complejidad de un reactivo proposicional en tér-
minos de diferentes caracteristicas que incluyen la presencia o no de cualquiera de
los operadores, la jerarquia que éstos tienen, el nimero de operadores en el reac-
tivo y las posibles interpretaciones que el examinando asigna a las proposiciones
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simples en la proposicion compuesta. Con esta informacién se define un vector
de caracteristicas de dieciocho componentes. Para ilustrar de manera concreta lo
anterior, consideremos el siguiente ejemplo: las proposiciones p, q,r son respec-
tivamente dadas por los enunciados 'El metalenguaje es un lenguaje que explica
otro lenguaje’, ’El elemento nedn en su estado natural es un gas’ y ’Gran Bretana
es miembro de la Comunidad FEuropea’. Interpreta la proposicion p < gA ~ 7.
Aqui el vector de caracteristicas es (1 10010111010010111),el
cual se construye siguiendo el diagrama mostrado por Figura 1 y considerando
los contenidos tematicos presentes en las proposiciones, asi como la preceden-
cia de los operadores. El modelo cognitivo incluye un paso previo que resuelve
la negacion explicita, incluyéndola implicitamente en la proposiciéon. Por ejem-
plo ~ ’Gran Bretana es miembro de la Comunidad Europea’ se transforma en
"Gran Bretana no es miembro de la Comunidad Europea’.

ip(q) verdadero?

No

it .
— .q(p) verdadero? — interpreta falso (idem)

interpreta verdadero (idem) 1q(p) verdadero?

i .q(p) verdadero?(verdadero) — verdadero (jp verdadero?)

1 verdadero (;p verdadero?) — .q verdadero? (verdadero)

— .q(p) verdadero? — .q(p) verdadero?

interpreta verdadero (idem) interpreta falso (idem)

interpreta verdadero (idem)

interpreta falso (idem)

interpreta verdadero

interpreta falso

(interpreta falso)

(interpreta verdadero)

(interpreta verdadero)

(interpreta falso)

interpreta falso

interpreta verdadero

interpreta verdadero (idem)

interpreta falso (idem)

interpreta falso (idem)

interpreta verdadero (idem)

Figura 1l. Modelo cognitivo para validacién de proposiciones légicas generadas por
gramdtica (1), después de integrar negaciones en proposiciones.

2.2. Distancia entre Reactivos y Similaridad entre Métricas

Dada una evaluacién que contiene reactivos proposicionales como los senala-
dos anteriormente, se construye una matriz W cuyas filas denotan a cada uno de
los reactivos en la evaluacion y cuyas columnas senalan la presencia o ausencia
de las componentes del vector de caracteristicas, cuyos valores son proporciona-
dos de acuerdo al modelo cognitivo propuesto. Estos reactivos son agrupados
siguiendo una métrica de co-ocurrencias que es simplemente dada por el pro-
ducto matricial C = WWT, donde el superindice T sefiala la transpuesta de la
matriz. Sin embargo, esta agrupaciéon debe ser comparada con una agrupacién
empirica dada por los evaluandos y que se define a través de una métrica de
co-ocurrencias que toma en cuenta las opiniones que ellos vierten acerca de la
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presencia o ausencia de algunas de las caracteristicas en el correspondiente reac-
tivo. Si D; es una matriz cuyas filas representan a cada uno de los examinandos
y cuyas columnas se refieren a cada una de las caracteristicas que definen la com-
plejidad de un reactivo ¢, con valores dados por la opinién propia del evaluando,
entonces la métrica de co-ocurrencias

D;; = Z(DiD;‘)k,l (2)

k,l

especifica la distancia que guarda el reactivo i en relacién con el reactivo j. Esta
es la matriz de proximidad de la muestra y el interés radica en saber qué tan
similar es esta métrica empirica con la métrica de co-ocurrencias definida para
el modelo cognitivo. Para determinar la similaridad entre ambas métricas se
emplea la estadistica o prueba de Mantel ademds de determinar el coeficiente de
correlacién de Pearson r entre las componentes de las métricas de co-ocurrencias.
Por la simetria de ambas matrices, esta correlacién toma en cuenta solamente a
los elementos en la parte triangular superior y es dada por la expresion siguiente

s L ()R o

ag
i=1 j=i+1 D

donde n es el niimero de reactivos considerados, d es el niimero de proximidades
en la parte triangular superior de cada una de las matrices C'y D, o¢ y op son las
desviaciones estandar de estos dos conjuntos de proximidades, respectivamente.

3. Evaluacion Experimental

En el experimento participaron 77 estudiantes (37 mujeres y 40 hombres
entre los 19 y 21 anos) de la Universidad Tecnoldgica de Xicotepec de Judrez
(UTXJ) pertenecientes al tercer cuatrimestre de la Carrera de Técnico Superior
Universitario en Tecnologias de la Informacién y Comunicacién. El instrumento
de evaluacién consistié de un examen con 30 reactivos, que fueron generados en
forma automaética empleando la gramaética libre de contexto dada por Ecuacién
(1). Algunos de estos reactivos son mostrados en el Cuadro 1. Los examinandos
interpretan la proposicién compuesta (asignan un valor de verdad a la proposi-
cién compuesta) basdndose en el conocimiento que tienen en 1égica proposicional.
Como complemento al examen, se aplicé un cuestionario para recabar informa-
cién acerca de la opinién del examinando sobre la presencia o ausencia de las
caracteristicas que definen la complejidad de cada reactivo. Estas caracteristicas
son las mismas que las empleadas en el modelo cognitivo.

3.1. Analisis y Discusion de Resultados

Se hace hincapié en la demostraciéon parcial de que el modelo cognitivo
propuesto es util para especificar, con base en componentes, las complejidades
de reactivos con los que se miden las habilidades interpretativas de proposiciones
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Cuadro 1. Primer grupo de cuatro reactivos aplicados a muestra de 77 evaluandos para
interpretar cada una de las proposiciones compuestas conociendo las proposiciones sim-
ples que las forman. El examen consiste de tres grupos de diez reactivos, completando
un total de 30 reactivos.

Reactivos

No. | Proposicién simple Simbolo | Proposicién compuesta
1. |El planeta de P PV —q

nuestro sistema

solar mas cercano

al sol es mercurio.

La primera ley de q

Newton habla sobre

la accién y la reaccién.
2. [Windows es el nombre | p P < q

de un sistema operativo.

La antartida se encuentra|q
en el polo norte.
3. |[La conjuncién acepta P -p A —q
solamente un operando.

La obra 'El Quijote’ fue |q
escrita por Miguel de
Cervantes Saavedra.
4. |La suma de N unos es P -p
iguala N 4+ 1.

l6gicas de la forma pllgCr. Para demostrar que la prueba es véalida es necesario
que se determine que existe una correlacién entre las complejidades predichas
por el modelo y aquéllas obtenidas de manera usual; es decir, calibrando los
reactivos como tradicionalmente se hace en evaluacién adaptable computarizada
[14]. Para un mejor entendimiento y validacién de los resultados obtenidos, en
esta seccién se muestra una discusién en el nivel de similaridad y las pruebas
estadisticas de normalidad de la prueba de Mantel.

3.2. Similaridad

Los resultados de la encuesta para cada uno de los 30 reactivos se agrupan
en igual nimero de matrices D;, mientras que las caracteristicas predichas por el
modelo cognitivo se agrupan en una sola matriz W. Cabe aclarar que la similari-
dad entre las métricas es dada por Ecuacién (3) y se complementa con pruebas
estadisticas de normalidad de la muestra y nivel de significancia calculado me-
diante prueba estadistica de Mantel, ademéas de la determinacién del valor del
coeficiente de correlacién a través de estadistica bootstrap.

El coeficiente de correlacién r resultante de aplicar la Ecuacién (3) a las ma-
trices de co-ocurrencias C'y D tiene un valor 0.58, mientras que el coeficiente de
correlacién entre las medias de las co-ocurrencias de la muestra y la proximidad
dada por las co-ocurrencias de W tiene un valor 0.89, lo cual es ilustrado en la
Figura 2. En ambos casos se indica una correlacién aceptable entre los valores
proporcionados por ambas métricas, por lo que se puede afirmar que ambas son
similares. La aplicacién de la prueba de Mantel en la verificacién de la similitud
entre las matrices C'y D arroja un p-valor de 0,01 % para el caso en que se rea-
lizan numéricamente 10,000 permutaciones diferentes y de 0,05% para el caso
en que el numero de permutaciones diferentes es igual a 20, 000. Debe recordarse
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Figura 2. Correlacién de proximidades entre reactivos segiin la muestra (eje vertical)
versus proximidades entre reactivos segin el modelo cognitivo (eje horizontal). Cada
valor de proximidad entre reactivos segun el modelo cognitivo se encuentra en una o
mas entradas de la matriz de proximidad C. Para este valor y sus entradas en C, se
buscan los valores de proximidad en las mismas entradas de la matriz de proximidad
D, y éstos se grafican sobre el eje de ordenadas.

que se tienen 77 examinandos con 30 reactivos cada uno, lo que arroja una matriz
de co-ocurrencias C' de orden 30, llevando a un nimero total de permutaciones
mayor que 265 x 103°. Este ntimero es sumamente grande como para que quede
plenamente justificado el cdlculo numérico de solamente un subconjunto del total
de permutaciones posibles.

3.3. Pruebas Estadisticas de Normalidad

La variable de interés es la distancia entre reactivos y sus valores empiricos
se obtienen a través de la métrica de co-ocurrencias empleada para el estudio de
campo (Ecuacién (2)) o bien en forma directa a través del producto matricial
DZ-DJT. Los estadisticos, en este trabajo, se refieren solamente a cualquiera de
estos casos. En la primer forma, para cada valor de distancia entre reactivos ¢
y j segtn el modelo cognitivo, C;;, que se grafica sobre el eje horizontal (eje de
las abscisas), corresponde mds de un valor posible de distancia entre el mismo
par de reactivos, D;;, obtenido de la muestra, el cual se grafica sobre el eje
vertical (eje de las ordenadas). La Figura 2 muestra la distribucién de los datos
experimentales para cada valor entero en el intervalo [0, 10]. Esto es as{ debido
a que estos extremos definen los valores minimo y méaximo de co-ocurrencias
reportados por la seleccion automatica de la bateria de reactivos. Utilizando
esta informacién, la normalidad de los datos experimentales se verifica por la co-
ocurrencia predicha por el model cognitivo. La Figura 3 ilustra la normalidad de
los datos experimentales para cada distancia predicha por el modelo cognitivo.
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4. Conclusiones

Los resultados experimentales obtenidos sugieren que en el proceso de res-
ponder un reactivo algunos examinandos consideran superfluas algunas carac-
teristicas; es decir, no las consideran necesarias durante el proceso de validacién
de una proposicién logica, o bien no coinciden en sus apreciaciones acerca de
las caracteristicas necesarias con el objeto de obtener el valor de verdad de una
proposicién, o bien muchos de ellos consideran que estas caracteristicas resultan
redundantes y que probablemente ya se encuentran consideradas en algunas de
las caracteristicas. Mds concretamente, el hecho es que las co-ocurrencias que
asignan los examinandos a cada par de reactivos no son mas alld de diez, esto
significa que globalmente ellos opinan que se requiere fijar la atencién a lo mas
en diez caracteristicas para poder asignar el valor de verdad a una proposicién.

0 5000 10000 0 10000 20000 0 15000 30000
proximidad 0 proximidad 1 proximidad 2

porciento
g
a

0 10000 20000 5000 10000 15000 5000 10000 15000
proximidad 3 proximidad 4 proximidad 5

porciento
a

0 10000 20000 0 10000 20000 0 15000 30000
proximidad 6 proximidad 7 proximidad 8

porciento

24000 30000 36000
proximidad 9

Figura 3. Evidencia gréfica de normalidad de co-ocurrencias determinadas por sujetos
del muestreo de acuerdo a Ecuacion 2 sin la eliminacién de outliers y por cada valor
de proximidad predicha por el modelo cognitivo.

Con la idea de validar el modelo cognitivo en ambientes educativos diferentes
al presentado en este articulo, se esta realizando un experimento en la Univer-
sidad Auténoma del Estado de Hidalgo (UAEH) en el que los evaluandos no
son sélo estudiantes sino también profesores expertos en el drea. No es el objeti-
vo del presente trabajo el determinar qué caracteristicas son éstas, sin embargo
un trabajo futuro es utilizar herramientas de machine learning para reducir la
dimensionalidad mediante la identificacién de las variables mas relevantes. In-
vestigaciones pasadas de los autores en contextos de evaluacién en ambientes
educativos, han demostrado la viabilidad de utilizar métodos de determinacion
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de la importancia de variables mediante t-GTM [3] y CR-FIR [2], por lo tanto un
primer paso es realizar una analisis utilizando tales algoritmos. Por otro lado, el
utilizar t-GTM permite neutralizar el impacto negativo de los outliers, generan-
do resultados més realistas sin la necesidad de eliminarlos durante la etapa de
modelado del sistema.
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